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Abstract. This study applies the Analytical Discrete Ordinates Method (ADO)
to the solution of the one-dimensional radiative transfer equation in ve-
getation canopies. The comparison between the analytical form of the
Henyey—Greenstein phase function and its Legendre polynomial expansion
showed that the truncated expansion (L = 99) accurately reproduces the exact
values and that convergence is achieved for N > 30. The adoption of Python
in the development of the ADO routines enabled an integrated structure and
automated computation of the relevant quantities. The results demonstrate the
method’s efficiency and accuracy in the analysis of radiative transfer in optically
thick and anisotropic vegetative media.

Resumo. Este estudo aplica o Método de Ordenadas Discretas Analitico (ADO)
a solugdo da equagdo de transferéncia radiativa unidimensional em dosséis ve-
getais. A comparagdo entre a fungdo de fase de Henyey—Greenstein em sua
forma analitica e sua expansdo em polinomios de Legendre mostrou que a ex-
pansdo truncada (L = 99) reproduz adequadamente os valores exatos e que a
convergéncia é alcancada quando N > 30. A adogdo do Python na construgdo
das rotinas ADO permitiu estruturar o procedimento de forma integrada e au-
tomatizar o cdlculo das quantidades de interesse. Os resultados evidenciam a
eficiéncia e a precisdo do método na andlise do transporte radiativo em meios
vegetativos opticamente espessos e anisotropicos.

1. Introducao

A equacgdo de transporte descreve o fluxo de particulas em um meio material, consi-
derando sua variacdo espacial, direcional, energética e temporal, bem como as intera-
coes com a matéria [Case and Zweifel 1967, Duderstadt and Martin 1979]. Na ausén-
cia de interacdes entre as particulas, como no caso de fétons da radiacdo eletromag-
nética, ela se reduz a forma linear denominada Equacdo de Transferéncia Radiativa
(ETR), amplamente utilizada na modelagem de fendmenos radiativos em meios conti-
nuos [Chandrasekhar 1960, Modest 2013].



A ETR retne os mecanismos fisicos que influenciam o campo de radiacdo: ab-
sor¢do, que atenua a intensidade; emissdo, que introduz radia¢do proveniente do meio; e
espalhamento, que redireciona os f6tons incidentes [Liou 2002, Groff 2023]. Durante a
propagacao, a radiagdo pode ser atenuada, ter sua direcdo modificada ou sofrer mudanca
de frequéncia, conforme as propriedades Opticas do material. Esses processos moldam
a distribuicdo angular e espectral da radiacdo e permitem uma representacdo precisa do
transporte radiativo em dreas como astrofisica, engenharia térmica, Optica biomédica e
ciéncias ambientais [Conci et al. 2008].

A solucdo da ETR € determinada pelas propriedades 6pticas do meio, como 0s
coeficientes de absorcdo e espalhamento e a fun¢do de fase, responsdvel pela redistri-
buicdo angular da radiacdo espalhada [Siewert 2002]. Em meios opticamente espes-
sos, a alta densidade favorece multiplas interacdes, de modo que absorcdo e emissdo
se tornam mais influentes; em meios opticamente finos, o espalhamento tende a de-
sempenhar papel mais destacado [Modest 2013]. No ambito ambiental, a transferén-
cia radiativa orienta processos como o balango energético da atmosfera, a interagdo
da radiacdo solar com gases e aerossOis € a troca de energia em ecossistemas vegeta-
dos [Liou 2002, Monteith and Unsworth 2013, IPCC 2021], elementos fundamentais para
a modelagem climdtica, o sensoriamento remoto e a andlise de mudancas ambientais
[Cromianski et al. 2017, Shultis and Myneni 1988].

Entre os pardmetros 6pticos que estruturam a ETR, a funcao de fase € relevante por
caracterizar a distribuicdo angular do espalhamento [Siewert 2002, Myneni et al. 1995].
Em meios vegetados, a organizacdo foliar favorece o espalhamento anisotrépico, o que
torna a selecdo apropriada dessa funcdo indispensdvel para garantir precisdo na mode-
lagem radiativa [Clements and Ozisik 1983]. Ao definir a probabilidade de redirecio-
namento da radiacdo incidente, a fun¢do de fase influencia diretamente a refletancia, a
absorc¢do e a transmitancia do dossel.

A fun¢do de Henyey—Greenstein [Siewert 2002] € uma das representacdes utiliza-
das para descrever o espalhamento anisotrépico em meios vegetados, sobretudo quando
ha predominéncia de espalhamento para frente. Depende de um unico parametro e per-
mite uma descricdo compacta da redistribui¢do angular, podendo ser expressa tanto na
forma analitica fechada quanto pela expansao em polindmios de Legendre. Embora ma-
tematicamente equivalentes, a expansao truncada pode gerar diferengas numéricas, o que
motiva a comparagdo entre as duas representacdes.

Na solugdo da ETR, o Método de Ordenadas Discretas Analitico (ADO) gera uma
formulacdo que fornece uma expressao analitica para a dependéncia espacial da intensi-
dade apds a discretizacdo da varidvel direcional. A equacdo € convertida em um sistema
acoplado de equagdes diferenciais ordindrias resolvido com técnicas de algebra linear
e aplicacdo das condicdes de contorno [Barichello and Siewert 1999, Barichello 2011].
Sua estrutura independe da forma funcional da funcdo de fase, permitindo modelar meios
com diferentes padrdes de espalhamento. Como utiliza apenas os pontos positivos da
quadratura no calculo dos autovalores, o0 ADO reduz pela metade a dimensdo efetiva dos
sistemas, favorecendo a eficiéncia computacional. A literatura demonstra seu bom desem-
penho em meios unidimensionais [Groff 2023, Cromianski et al. 2017] e em geometrias
mais gerais [Rui et al. 2020, Mentges 2025].



Neste trabalho, analisa-se como a escolha da representacdo da funcdo de fase
influencia a solucdo da ETR unidimensional em meios vegetados, empregando o mé-
todo ADO com implementacdo em Python [Van Rossum and Drake 2001]. Compara-se a
forma analitica da func@o de Henyey—Greenstein [Siewert 2002] e sua expansao truncada
em polindmios de Legendre [Barichello 2011], avaliando seus efeitos sobre grandezas
como densidade de radiacdo, transmitancia e refletincia do dossel. O estudo inclui o
desenvolvimento computacional em Python, explorando recursos de dlgebra linear e ma-
nipulagdo matricial para automatizar a formulacio e a solucao analitica do ADO. Esse
enfoque permite validar os modelos radiativos e evidenciar o potencial de linguagens de
alto nivel na implementacdo de métodos analiticos aplicados a processos fisicos.

2. Formulaciao do Problema

Considera-se um problema estaciondrio, monoenergético e unidimensional, em que a in-
tensidade radiativa depende apenas da profundidade 6ptica 7 (varidvel espacial) e do cos-
seno direcional ;o = cos @ (i € a varidvel angular), em que 6 € o angulo entre a direcio de
propagacdo e a normal ao meio. Em meio plano-paralelo homogéneo, com propriedades
Opticas constantes, a ETR assume a forma [Barichello 2011]:

1
T 1) =5 [ o) 1y n
T 2 )

onde (7, u) denota a intensidade na profundidade optica 7 € (0,79), w é o albedo de
simples espalhamento e p(u, ') € a fungdo de fase que descreve a redistribui¢ao angular
da radiacao. O termo integral expressa a contribui¢ao da radiacdo espalhada das dire¢des
i/ para . Em meios vegetados, a anisotropia estrutural favorece padrdes nao isotropicos,
como o espalhamento para frente, o que exige caracterizagio adequada de p(u, i) para
garantir a consisténcia da modelagem matemadtica da transferéncia radiativa.

Nesta formulagdo a emissdo térmica € tomada como desprezivel diante da radia-
cdo solar direta. Esta incide na superficie em 7 = 0 com direcdo fixa ¢ > 0, enquanto
a radiacdo difusa pode se propagar em todas as dire¢des 1 € [—1,1]. Assume-se ho-
mogeneidade horizontal, de modo que as propriedades Opticas variam apenas com 7. A
Figura 1 1lustra essa configuracdo: dire¢des com 1 > 0 indicam propagacdo no sentido
do aumento de profundidade 6ptica (0 — 79), enquanto p < 0 corresponde ao sentido
inverso (1o — 0). Os valores ;1 = £1 referem-se a propagacdo normal as superficies, e
1 = 0 a propagacdo tangencial.

A equagdo (1) é resolvida com as condi¢des de contorno:

1
10, p) = Fi(p) + pi1(0, —p) + 2p‘f/ 10, —p ) dpe 2)
0

1
=) = Fa(u) + 31 (o) + 208 | 10,4 ®
0
para i € (0, 1]. Nestas expressdes, Fi (i) e Fy(u) representam a radia¢do incidente nas
fronteiras, enquanto p € p¢ (i = 1, 2) sdo os coeficientes de reflexdo especular e difusa.

Para resolver o problema, utiliza-se 0 Método de Ordenadas Discretas Analitico
(ADO) [Barichello and Siewert 1999], que converte a ETR em um sistema acoplado de
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Figura 1. Esquema da propagacao da radiacado em um meio plano-paralelo uni-
dimensional. Fonte: Adaptado de [Barichello 2011].

equagoes diferenciais ordindrias com solucdo analitica em funcdo da profundidade 6ptica.
Neste estudo, a fungao de fase p(u, (') € tratada em duas representacdes: a forma analitica
da funcdo de Henyey—Greenstein [Siewert 2002] e sua expansdo truncada em polindmios
de Legendre [Barichello 2011].

A partir das solugdes obtidas, analisam-se grandezas fundamentais do transporte
radiativo. A densidade de radiagdo, definida como a integral angular da intensidade, ex-
pressa a energia radiante total por unidade de volume [Barichello 2011]:

Mﬂ==/‘ﬂﬂuﬁw' 4)

1

A reflectancia € dada pela razao entre a energia refletida e a energia incidente na
superficie superior [Clements and Ozisik 1983]:

1
/‘ufmfﬂwdu
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De forma similar, a transmitancia corresponde a fracdo de energia que atravessa o
meio e emerge pela superficie inferior [Clements and Ozisik 1983]:

1
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(6)

Essas quantidades permitem avaliar o efeito da representacdo da funcdo de fase
sobre os resultados do modelo radiativo em dosséis vegetados.



2.1. Funcao de fase por expansio truncada em polinomios de Legendre

A expansdo truncada em polindmios de Legendre ¢ amplamente empregada para repre-
sentar o termo p(u, 1) na equagdo (1) [Cromianski et al. 2017, Picca and Furfaro 2013,
Barichello 2011]. Neste trabalho, utilizam-se coeficientes (3; expressos em fun¢io do fa-
tor de assimetria g, também presente na forma analitica da funcdo de Henyey—Greenstein
[Siewert 2002]. Assim, a fungio de fase € escrita como

)= BB P ), (7)

onde F;(1) sdo os polindmios de Legendre definidos em [—1,1]. Os coeficientes sdo
dados por

B =21+ 1)d, (8)

paral = 0,1,..., L. O truncamento em L ajusta a precisdo da representacdo conforme o
grau de anisotropia do meio.

Com essa formulagdo da funcao de fase, a equagao (1) torna-se [Barichello 2011]:

e 4 Z@PI ) [ RGO @ ©

Utilizando a propriedade de paridade dos polindmios de Legendre, P(—u') =
(—=1)!P(1'), reescreve-se o termo integral da equacdo (9):
OI(T, ) T & !
— tlw =3 ZBzPI(u)/ Py [ (r, 1) + (1) (7, =) dy. (10)
1=0 0

Logo, a versdo pelo método ADO da equacao (10) pode ser expressa como um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, para: = 1,2, ..., [NV, na forma

d
i L (T i) 1 (7 i) = Zﬂle i Zkaz )L (7, ) +(=1)'T (7, —p)] (1)
d
i I(r, 1) +1(7, Z&Pz i Zkaz () [ (7, =)+ (= 1)1 (7, )],
(12)

sendo i € wy os respectivos nds e pesos do esquema de quadratura, com N pontos,
escolhido conforme os requisitos do problema, definido sob o intervalo (0, 1].

Buscando resolver o sistema anterior, supde-se uma solugao escrita em termos de
uma fun¢do exponencial

I(7, £p5) = ¢(v, 2 p;)e” /. (13)

Substituindo a equacao (13) nas equagdes (11) e (12) obtém-se respectivamente

(IN—EM) Zﬁln W, () + (—1)® ()] (14)



(IN s 1m) Zﬁln B (1) + (~1)'®, ()]

onde Iy € a matriz identidade de ordem N x N, T denota a operacao transposta,

¢(V7 M1> gb(V? _/111>
(I)+(V) _ ¢(V» /~L2) 7 (I)_(V) _ ¢(V7 _M2> 7
¢(V7 MN) ¢(V7 _/vLN)

(1) = [Ri(m) P(pa) - Bi(pn)]", M =diag{, ..., uv}, W = diag{wi, ...

Somando as equacgdes (14) e (15) obtém-se
1 1
(IN — —M) P (v)+ (IN + ;M) ® (v) =
z Zﬁln ()W (v) + (1)@ (v) + B_(v) + (~1)'B_(v)]
Definindo os vetores NV x 1:
U=®,(v)+®_(v) (17) V=&, (v)—P_(v)
passa-se a reescrever a equagdo (16) na forma
1
U-—-MV = II(HII()" W1 1'u
: Z b +(-1)]
ou

<N——Z@H (OTWIL + (— 1)]>M‘1MU_%MV.

Partindo da equacao (19), define-se:
X = MU, (20) Y =MV,

E= (IN -~ %;&H(DH(Z)TWD + (—1)l]> M

com isso, obtém-se

EX = lY.
v

Analogamente, subtraindo a equagdo (14) de (15), chega-se a expressao

(IN - lM) & (v) — <1N + %M) d_(v) =

—ZB:H () W[, (v) = (1)@ (v) = B_(v) + (—1)'@_(v)],

(15)

(16)

(18)

(19)

21

(22)



e empregando as equagdes (17) e (18), a expressao anterior assume a forma:

Vo MU= TS WG - (1))

ou
L
1
(IN — % > AN WL - (—1)@) MMV = —MU. (23)
v
1=0
Assim, a equacao (23) pode ser escrita como
1
FY = -X (24)
14
com

F = (IN - %gﬁlﬂ(Z)H(Z)TW[l - (—1)l]> M-,

Para obter um problema de autovalores associado a solu¢do do sistema, prossegue-
se isolando Y na equacgdo (22), para em seguida substitui-la na equagao (24). Dessa
forma, chega-se a seguinte formulagdo:

1
(FE)X = )X, onde \ = —. (25)

2

Prosseguindo com a manipulacdo algébrica, a equagdo (22) pode ser reescrita
como:
vEX =YY, (26)

e adicionando-se X em ambos os lados da equagdo (26), chega-se a seguinte expressao:

Iy +vE)X =X + Y. (27)

Com a substituicdo das equacdes (20) e (21) no lado direito da equagdo (27),
resulta:

(In+vE)X=M((U+V),

e dessa forma, a partir das equacdes (17) e (18), obtém-se:
(IN + VjE) X(Vj) = 2M(I)+(Vj)

que pode ser reescrita na forma
R
D, (v;) = §M "Iy + yE) X (). (28)

Pelo mesmo raciocinio, subtraindo X de ambos os lados da equagdo (26), obtém-
se:
(-In+VvE) X =-X+Y. (29)



Substituindo as equagdes (20) e (21) no lado direito da equagdo (29), resulta em:
Iy —vE)X=M(U-V),
que, através das equacdes (17) e (18), pode ser escrita como
(Iy — vE) X(v;) = 2M®_(v;)

ou ainda ]
@,(I/j) = §M71 (IN - V]E) X(I/]) (30)

Sendo assim, com os autovalores e autovetores calculados a partir da equacgdo
(25), e com as solucdes elementares definidas nas equagdes (28) e (30), torna-se possivel
expressar, em forma matricial

Lo(7) = (I(r, 1) (7, £pa2) oo I(7, £pn))"
a solucdo da equagdo (9) na forma
N
Li(7) = 3 [A5@w(y)e ™ 4 By (vy)e 07/ (31)
j=1
onde 7y representa a espessura optica do problema. Observa-se que a solu¢do obtida
encontra-se expressa de forma explicita em termos da varidvel espacial.

Para completar a construcio da solugdo, torna-se necessario determinar as cons-
tantes A; e B;, para j = 1,..., N. Tais constantes sdo determinadas por meio da substi-
tuicdo da equacao (31) nas condicdes de contorno dadas pelas equagdes (2) e (3), o que
resulta em um sistema linear de ordem 2N x 2N

N N
> [Aj¢+(yj) + Bj‘I’—(Vj)G_TO/Vj} - [AJ‘I’—(VJ‘) + qu’+(Vj)€_T°/”j]
j=1 j=1
—2pf Zzwkﬂk[ i0(Wi =) + Bio(vy, e TO/”J‘] =F1 ()
k=1 1
" (32)
N N
Z [A] e ™ 4 B;® (1) } 05 Z [A D, (v;)e ™" + Bj<I>_(1/j)]
7j=1 7j=1
—2/72 Z Zwkﬂk[ 1) V;,/ik) Tl Bj¢(”ja —Mk)} = Fo (i),
k=1 1
" (33)

parai = 1,...,N e u € (0, 1], sendo que nestas equacgdes as expressoes vetoriais Fq(p;)
e Fo(u;) possuem seus componentes definidos em func¢do da radia¢do incidente (conhe-
cida), F(u) e Fy(u), respectivamente.

Com as constantes A; e B; definidas pelas condi¢gdes de contorno, obtém-se a
solucdo formal da equacao de transferéncia radiativa com a funcao de fase expandida em
polindmios de Legendre, o que possibilita calcular densidade de radiagdo, refletancia e
transmitancia a partir da solucdo discretizada em profundidade 6ptica.



2.2. Funcio de Fase de Henyey-Greenstein Analitica

Nesta se¢do, a aproximacao da funcao de fase baseada em expansoes truncadas em polind-
mios de Legendre (equacdo (7)) € substituida pela funcdo de fase de Henyey-Greenstein
(HG) em sua forma analitica [Siewert 2002, Mentges 2025].

Considerando a simetria azimutal imposta na formulagdo do problema unidimen-
sional [Barichello 2011], a funcao de fase do termo de espalhamento € definida pela inte-
gral da funcdo de fase tridimensional sobre o d4ngulo azimutal ¢, conforme a equagéo a
seguir [Chandrasekhar 1960]:

1 27
plus 1) = o /0 p(cos ©)d¢’ (34)

onde p(cos ©) € a funcdo de fase de Henyey-Greenstein analitica, dada por:
p(cos©) = (1 — ¢?)(1 + ¢* — 2g cos(©)) %/ (35)

sendo cos © o cosseno do angulo de espalhamento entre as dire¢cdes de incidéncia e espa-
Thamento (', ¢') e (i, @), respectivamente:

cos © = pup' + /1 — p24/1 — p'* cos(¢’ — ¢). (36)

Nessa expressdo, ¢ € um angulo arbitrario e ¢’ é a variavel de integracdo. Em virtude da
simetria azimutal do problema unidimensional, a intensidade radiativa / (7, ) independe
de ¢, o que permite fixar ¢ = 0 sem perda de generalidade.

Em conformidade com a formulacdo do método ADO, o termo de espalhamento
da equagdo (1) é reescrito pela divisdo do dominio de integracdo angular [—1, 1] em duas
partes simétricas [0, 1]. Assim, o termo assume a seguinte expressio:

/_ plp, ) I(7, 1) dpt’ = /0 [pwu’)f(m/)+p(u,—u’)1(ﬂ—u')}du’~ (37)

1

Dessa maneira, a equacdo (1) passa a ser escrita na forma

dl !
I = | [ty 16wy 4wt -y 10 =) G9)
0

Aplicando-se o0 método ADO a equacgdo (38), obtém-se um sistema de equacdes

diferenciais de primeira ordem, valido para: = 1,2,..., N:
N
dI (T, p; w
I o) = S [l ) 1) + =10 1 —p)|

k=1
(39)

dl (T, —p; o
—MZ-T) +1(r—p) = 5 D w [p(—m, p) (7, ) + p(—pi, =) 1(7, —Mk)] :

e
Il
MR

(40)



Aqui, wy e ui denotam, respectivamente, os pesos € 0s nds de uma quadratura arbitréria
com N pontos definida em (0, 1]. Ressalta-se que, nesta etapa da formulagdo, o esquema
de quadratura permanece genérico, sendo a sua escolha necessaria apenas quando se de-
seja obter resultados numéricos. As quantidades I (7, £ ) correspondem as intensidades
da radiag@o nas direcdes discretizadas.

Para proceder a resolugdo, considera-se uma solucdo separdvel de caréter expo-
nencial:

I(7, ;) = ¢(v, p:)e” ", 41)

cuja substitui¢do nas equacdes discretizadas (39) e (40) conduz, parai = 1,..., N, ao
sistema algébrico:

1 N
(1 - ;,Ui) ADE % Zwk[ Py ki) (s ) + P, — ) (v, —uk)}, (42)
1 w k;l
(1 + uz) d(v Ezwk[ — iy 1) (v, ) + P—ps, — ) (v, —uk)].
- (43)

Observando-se a dependéncia da fun¢do de Henyey-Greenstein (??) no produto
i, tem-se as seguintes relagdes de simetria:

p(—pis ) = p(pis =), P(—piy —pix) = D1, pix)-
Tais propriedades permitem reescrever o sistema (42)—(43) em forma matricial compacta:
1 @I (pths ()
Iy — M) @, ()= 5 [(P : W> & (1) + (P , W) @(u)} .44
1%

w

(IN + %M) e ()= [(PH’*)W) ®, (v) + (PH’*)W) @,(y)} 45)

em que Iy € a matriz identidade NV X N, e as matrizes e vetores usados acima sao definidos
como segue:

Pl ) plunspe) oo plans i) | p(pa, =) plp, —p2) - plpa, —pw)
Pl _ p(uafm) p(uzjuz) p(mjmv) plo)— P(N%.—Nl) p(uzi—m) pp2; =)
P(MN:JM) P(llzv:7/12) p(uN:qu)_ p(/m:—m) p(mv;—m) p(um:—uw)
¢(v, 1) | o(v, =)
B, () ¢(VZM2) e () - ¢(Va:—ﬂz) |
o) O, —ux)

M:diag{ulau%"'?“]\f}a W:diag{wbw?v"'?wN}-

Com o intuito de simplificar a manipulacdo do sistema matricial, introduzem-se
os vetores /N X 1 combinados:



U=® . (v)+®_(v) (46) V=& (v)—-®_(v). &7

Somando as expressoes (44) e (45), obtém-se

<IN — %M) ®, (v) + (IN + %M) P (v)

(48)
- % [(PH’*) FPEOYWS, (1) + (PHD £ PE WS (1),
a qual, em termos de U e V, assume a forma
1 “ipHt) (+-)
U——MVz;(P T4+ PTTIWU. (49)
v
De maneira andloga, ao considerar a diferenca entre (44) e (45), resulta
1 YpHt _p)
V- -MU = 5(P T —PTTIWYV, (50)
v
Para prosseguir, introduzem-se as variaveis auxiliares
X =MU (51) Y =MV (52)
que permitem reescrever (49) e (50) como
1 1
EX =-Y (53) FY =-X (54)
v v
sendo as matrizes E e F definidas por
E=M"— %(PH’*) +PHYWM (55)
F=M"'- %(PH»H —PHEI)WM (56)

Convém destacar que, uma vez definidas as matrizes E e F, todo o desenvol-
vimento decorrente do uso da funcdo de fase de Henyey—Greenstein analitica passa a
reproduzir integralmente a estrutura formal apresentada na formulagdo expandida. As
etapas posteriores, incluindo a definicdo da matriz de autovalores e autovetores em (25),
a escrita da solucao geral em (31) e o sistema linear associado as condi¢des de contorno,
permanecem exatamente as mesmas equagdes ja deduzidas na secao anterior.

3. Densidade de Radiacao, Reflectancia e Transmitanica

Com a intensidade expressa pela solu¢cdo ADO, seja pela expansdo em polindmios de Le-
gendre ou pela forma analitica de Henyey—Greenstein, obtém-se diretamente a densidade
de radiacdo, originalmente definida na equagao (4), que passa ser escrita como:

N

N
p() = Z [Aje 7" 4 Bje (o] Zwi [O(vj, i) + o, —pi)] . (5T)

j=1 i=1

A partir da mesma solu¢d@o analitica, obt€ém-se também as expressoes da reflec-
tancia e da transmitincia, correspondentes ao fluxo emergente nas interfaces. Assim, a



reflectdncia dada em (5) torna-se:

N

N
R=2> wy Y [A;¢(vy, —p) + By vy, i) e /] (58)
i=1 =1
De modo anélogo, a transmitancia definida em (6) é escrita como:

N N
=23 wiy Yy [A;d(vy, ) e + By d(vy, — )] (59)
i=1

7j=1

4. Implementaciao da Formulacao ADO em Python

A formulacdo ADO exige a defini¢do de parametros essenciais ao célculo de densidade
de radiagdo, reflectancia e transmitancia. Neste estudo, a implementagdo foi realizada
em Python [Van Rossum and Drake 2001], cuja sintaxe clara e conjunto de bibliotecas
cientificas, como NumPy [Harris et al. 2020] e SciPy [Virtanen et al. 2020], favorecem o
desenvolvimento modular e a reprodutibilidade das simulagdes.

A etapa inicial consiste na escolha do esquema de quadratura para a discretizagao
angular de p, determinante para a precisao numérica. Adotou-se o método de Gauss—
Legendre, reconhecido por sua estabilidade. Outro elemento central € a caracterizacdo da
funcéo de fase p(u, 1), empregada aqui tanto em sua forma analitica quanto aproximada,
ambas derivadas da expressdao de Henyey—Greenstein. Entre seus parametros destaca-se
o fator de assimetria g, cujos valores variam conforme a vegetacdo e a faixa espectral,
situando-se entre 0,631 e 0,642 segundo Myneni et al. [Myneni et al. 1995]. Em dosséis
densos, valores maiores, como g = 0,85, t€m sido utilizados [Barker and Marshak 2001],
enquanto g = 0 representa o caso isotropico [Mentges 2025, Binzoni et al. 2006].

Uma vez definidos os parametros de entrada, o algoritmo prossegue com a cons-
trucdo das matrizes associadas ao método ADO. As raizes e os pesos obtidos pela
quadratura sdo empregados no célculo das matrizes F e E. A partir dessas matrizes,
determinam-se os autovalores e autovetores por meio da funcdo eig(), a qual integra o
modulo numpy.linalg e constitui o procedimento tradicional para o célculo simultaneo
desses elementos em uma matriz quadrada. Com esses resultados, definem-se as funcdes
®, e &_, empregadas na montagem da matriz S, que incorpora as condi¢des de con-
torno do problema. A resolucdo do sistema linear € realizada por meio de fatoracdo LU,
implementada com as rotinas scipy.linalg.lu_factor e scipy.linalg.lu_solve.

A avaliagdo da funcao de fase na formulagdo analitica requer o cdlculo da integral
azimutal da equagdo (37), resolvida por uma quadratura de Gauss—Legendre implemen-
tada diretamente no cédigo, utilizando as raizes e pesos ja gerados e 0 mapeamento apro-
priado do dominio. Paralelamente, a forma expandida foi calculada pela série truncada
de polindmios de Legendre, de modo vetorizado com NumPy [Harris et al. 2020]. A es-
trutura modular das funcdes assegurou rastreabilidade e permitiu verificar cada etapa da
solucdo de forma independente.

Embora a integral da equacdo (37) pudesse ser avaliada por rotinas do SciPy,
como quad ou fixed_quad, sua aplicacdo exigiria recomputar nds e pesos a cada chamada,



tornando o processo mais oneroso. O uso direto da quadratura com raizes e pesos ja
avaliados mostrou-se, assim, mais eficiente e compativel com as demandas do método.

O fluxo completo de cada uma das duas implementagdes € representado pelo pseu-
docddigo a seguir:
1: Entrada:
N': nimero de pontos de Gauss
L: ordem de expansdo
w: albedo de espalhamento
g: coeficiente de assimetria
To: comprimento optico
caso: defini¢do das condi¢des de contorno
Calcular raizes e pesos (Gauss—Legendre)
Ordenar raizes e pesos da quadratura
Mapear os valores ordenados para o intervalo adequado
Formar as matrizes que compdem a estrutura do método
Determinar autovalores e autovetores
Reordenar os autovalores e autovetores segundo os parametros caracteristicos
Calcular as fungdes auxiliares
Construir a matriz do sistema linear associado as condi¢des de contorno
Realizar a fatoragdo LU
: Construir o vetor independente
: Resolver o sistema linear
: Calcular a densidade de radiagdo p(7)
: Calcular a reflectancia R
: Calcular a transmitancia T’
: Saida: densidade p(7), coeficientes Re T

D A i

e T T e

Por fim, a rotina principal de cada implementag¢do foi configurada para gerar auto-
maticamente um arquivo de saida no formato .txt, contendo os resultados numéricos dos
elementos das matrizes, autovalores, autovetores, das grandezas fisicas de interesse e o
tempo computacional de execucao dos calculos.

4.1. Caso de Referéncia: Parametros e Condicoes de Contorno

A avaliac@o do desempenho da formulagdo ADO para diferentes representacoes da fun-
cdo de fase de Henyey—Greenstein toma como referéncia o problema discutido em
[Barichello et al. 1997], resolvido pelo método dos Harmodnicos Esféricos (Py) que se
caracteriza por uma expansio em polindmios associados de Legendre. Na referéncia, a
densidade definida em (4) é calculada em um meio anisotrépico com L = 99, w = 0,99
e 7o = 10. As condigdes de contorno incluem reflex@o especular e difusa, com pj = 0,1,
pd =102, p5=03epd=0,4. Aradiagdo incidente nas fronteiras é descrita por

Fy(p) =1 —p?+ + plog(p)e ™", (60)

1+ p?

Fy(p) = 0. ©61)



Fisicamente, o problema descreve a propagacdo da radiacio em um meio plano-
paralelo denso, no qual o espalhamento domina a absor¢do. O elevado albedo de espalha-
mento (cw = 0,99) indica que quase toda a radiagdo incidente € redirecionada ao interagir
com o meio, sendo apenas uma parcela minima absorvida. Assim, a radiacdo permanece
por longos trajetos dentro do dominio, submetendo-se a multiplos eventos de espalha-
mento antes de emergir pelas fronteiras. A espessura Optica total 7o = 10 reforca esse
quadro, caracterizando um meio opticamente espesso, no qual a penetracio da radiagdo
¢ limitada [Krieger and Wolf 2020]. Na superficie superior (7 = 0), o campo incidente
F(p) redne componentes diretas e difusas, sendo parcialmente refletido segundo os co-
eficientes p e p{. Na fronteira inferior (r = 7y), a inexisténcia de radiagdo incidente
(Fy(11) = 0) combinada com a reflexdo significativa (p§ e p¢) caracteriza uma superficie
refletora que contribui para o fluxo ascendente.

A modelagem apresentada em [Barichello et al. 1997] para N = 199 foi reprodu-
zida em [Cromianski et al. 2017] utilizando o método ADO ja a partir de N = 30, com
diferencas restritas a dltima casa decimal. Ambos os trabalhos empregaram a mesma fun-
cdo de fase do tipo Binomial [Siewert 2002], expressa por expansdo em polindmios de
Legendre, o que os torna diretamente comparaveis. Essa configurac¢ao, contudo, difere da
adotada no presente estudo, inviabilizando a compara¢do numérica, uma vez que aqui se
emprega a funcao de fase de Henyey—Greenstein.

As solugdes obtidas para N = 20, 30,50 e 80 estdo reunidas na Tabela 1, evi-
denciando o comportamento convergente do método. Mantiveram-se w = 0,99 e
L = 99, em conformidade com as referéncias usadas, porém adotou-se g = 0,85, va-
lor representativo de meios vegetativos [Barker and Marshak 2001] e ndo considerado por
[Barichello et al. 1997] e [Cromianski et al. 2017], que utilizaram fung¢des de fase distin-
tas da de Henyey—Greenstein.

Tabela 1. Resultados de densidade para diferentes valores de N com compara-
cao entre a expansao (L = 99) e a forma analitica da funcao de fase.

T N =20 N =30 N =50 N =80
Exp. Anal. Exp. Anal. Exp. Anal. Exp. Anal.
0,0 2,72921 2,72987 | 2,72783  2,72779 | 2,72781 2,72781 | 2,72781 2,72781
1,0 2,26830 2,26914 | 2,26660 2,26654 | 2,26658 2,26658 | 2,26657 2,26657
2,0 2,06566 2,06662 | 2,06375 2,06368 | 2,06372 2,06372 | 2,06372 2,06372
3,0 1,91583 1,91688 | 1,91392 191369 | 1,91396 191396 | 1,91397 1,91397
4,0 1,79338 1,79448 | 1,79119 1,79116 | 1,79116 1,79116 | 1,79116 1,79116
5,0 1,68881 1,68954 | 1,68614 1,68611 | 1,68611 1,68611 | 1,68610 1,68610
6,0 1,59593 1,59702 | 1,59350 1,59350 | 1,59350 1,59350 | 1,59350 1,59350
7,0 1,51287 1,51402 | 1,51045 1,51045 | 1,51049 1,51049 | 1,51049 1,51049
8,0 1,43667 1,43780 | 1,43432 1,43430 | 1,43430 1,43430 | 1,43429 1,43429
9,0 1,36649 1,36749 | 1,36414 1,36413 | 1,36415 1,36415 | 1,36415 1,36415
10,0 1,26597 1,26701 | 1,26377 1,26371 | 1,26374 1,26374 | 1,26374 1,26374
Tempo
(s) 0,189 0,573 0,227 1,507 0,570 6,658 1,495 29,839

A Tabela 1 evidencia que a expansdo truncada da fun¢do de Henyey—Greenstein,
com L = 99, reproduz os valores da formulacdo analitica com concordancia de cinco
casas decimais para N > 30, indicando que o truncamento adotado é adequado ao regime
anisotropico considerado. O refinamento da quadratura angular além de /N = 80 nio mo-
difica os resultados, o que confirma a estabilidade numérica de ambas as representagdes



da funcdo de fase. A Figura 2 mostra que, para N = 30, as curvas ji se sobrepdem,
tornando desnecessarios valores mais elevados de V.

O aumento de N, entretanto, acarreta crescimento significativo no tempo de pro-
cessamento. Para NV = 100, obtiveram-se 2,450 s na expansao e 57,738 s na formulagao
analitica; para N = 200, os tempos alcancaram 13,219 s e 547,111 s. Esse comporta-
mento decorre do custo associado a avaliagdo numérica da integral da fungdo de fase,
dada pela equacdo (37), calculada por quadratura de Gauss—Legendre.
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Figura 2. Perfis de densidade de radiacao obtidos pela expansao truncada e pela
formulacao analitica para N = 30.

Fisicamente, os dados da Tabela 1 evidenciam o comportamento tipico de um
meio opticamente espesso e fortemente espalhador [Chandrasekhar 1960, Liou 2002].
Observa-se a reducdo gradual da densidade de radiacdo com o aumento de 7, resul-
tado da atenuacdo da componente direta e do predominio da difusa ao longo da pro-
fundidade. Esse perfil suave, caracteristico de regimes com multiplos espalhamentos e
reflexdes internas, concorda com os comportamentos descritos em [Barichello 2011] e
[Cromianski et al. 2017].

5. Analise de Reflectancia e Transmitancia

Para a avaliacdo da reflectincia e da transmitancia, adotaram-se os conjuntos de para-
metros de [Clements and 021§1k 1983] e [Cromianski et al. 2017], referentes as equacdes
(58) e (59). Consideraram-se albedos @ = 0,2, 0,8, 0,995, fronteiras ndo refletoras e
condi¢des de radiagdo incidente F (1) = 1 e Fy(pu) = 0.

Os trés valores de w permitem abranger desde um meio fortemente absorvedor
(w = 0,2), passando por um regime intermedidrio (w = 0,8), até um meio quase conser-
vativo (w = 0,995), tipico de multiplas interacOes radiativas [Chandrasekhar 1960].

A isotropia no espalhamento, também analisada em [Cromianski et al. 2017] e
[Clements and Ozisik 1983], caracteriza sistemas em que a radiacdo é redistribuida uni-
formemente, resultando em funcdo de fase constante. No presente trabalho, essa condi¢ao
corresponde a g = 0 tanto na formulagdo analitica de Henyey—Greenstein quanto em sua



expansdo em polindmios de Legendre, caso em que apenas o termo de ordem zero per-
manece (L = 0).

Na referéncia [Cromianski et al. 2017], a funcado de fase Binomial [Siewert 2002]
também se reduz ao termo inicial no regime isotrépico, eliminando qualquer dependén-
cia angular. Assim, embora as fun¢des de fase adotadas possuam formulagdes distintas,
todas convergem para a mesma estrutura matematica quando g = 0. Essa equivaléncia
assegura que o método ADO trate sistemas andlogos, justificando a concordincia en-
tre os resultados de reflectancia e transmitancia aqui obtidos e aqueles apresentados em
[Cromianski et al. 2017].

Os valores de reflectancia e transmitancia obtidos neste estudo, calculados para
seis espessuras Opticas (1o = 0,1; 0,5; 1,0; 2,0; 5,0; 10,0), foram comparados aos re-
sultados de [Cromianski et al. 2017] e [Clements and 021§1k 1983]. A concordancia com
[Cromianski et al. 2017] confirma a consisténcia do ADO em regime isotrépico, enquanto
a comparacdo com [Clements and Ozisik 1983] permite confrontar o ADO com a aproxi-
macao F,, baseada em equacdes integrais singulares e dependente da sele¢cdo adequada
dos pontos de colocagdo. Segundo [Clements and Ozisik 1983], a aproximacio F; al-
canga precisdo de quatro a cinco casas decimais, sendo relevante notar que o parametro
N do método Fy ndo corresponde a ordem de quadratura em esquemas de ordenadas dis-
cretas. O ADO apresentou ainda baixo custo computacional, com tempo médio de 0,130
s por conjunto de parametros.

Os resultados confirmam a reproducio dos valores de [Clements and Ozisik 1983]
para N > 12, exceto nos casos 7o = 0,1 e 79 = 0,5, onde as diferencas restringem-se as ul-
timas casas decimais, comportamento também relatado por [Clements and 021§1k 1983].
A Tabela 2 resume a comparacgdo entre o ADO (/N = 12) e o método F7, evidenciando a
proximidade numérica entre as duas abordagens ao longo das espessuras Opticas analisa-
das.

Tabela 2. Reflectancia: comparacao entre ADO (N = 12) e .

w 70 = 0,1 70 = 0,5 70 = 1,0
ADO Fy ADO Fy ADO Fy;
0,2 | 0,01460 0,01462 | 0,03715 0,03715 | 0,04393 0,04393
0,8 0,06493  0,06498 | 0,20562 0,20560 | 0,28015 0,28015
0,995 | 0,08379 0,08389 | 0,29324 0,29323 | 0,44124 0,44124
w 70 = 2,0 70 = 5,0 70 = 10,0
ADO Fy; ADO Fy; ADO Fy;
0,2 | 0,04607 0,04607 | 0,04626 0,04626 | 0,04626 0,04626
0,8 0,32795 0,32795 | 0,34168 0,34168 | 0,34187 0,34187
0,995 | 0,59880 0,59880 | 0,76360 0,76360 | 0,82841 0,82841

A Figura 3 sintetiza os valores da Tabela 2, evidenciando o comportamento da
reflectancia obtida pelo ADO no regime isotrépico para diferentes albedos. Para @ = 0,2,
a reflectincia cresce apenas nas menores espessuras Opticas e rapidamente se estabiliza,
refletindo a dominéncia da absor¢do. No caso w = 0,8, observa-se aumento inicial mais
pronunciado, seguido de tendéncia de estabilizacdo. J& para ww = 0,995, a reflectincia
continua a crescer ao longo de todo o intervalo analisado, caracteristica de meios quase
conservativos. O gréafico, portanto, retine de maneira clara a influéncia do albedo na
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Figura 3. Reflectancia calculada pelo método ADO para diferentes albedos de
espalhamento, com base nos valores da Tabela 2.

evolugdo da reflectancia em funcao da profundidade 6ptica.

A Tabela 3 compara a transmitancia calculada pelo ADO com N = 12 e aquela
fornecida pela aproximacao F7. As duas formulagdes apresentam concordancia ao longo
de todas as espessuras Opticas, inclusive para albedos elevados. Assim como observado
para a reflectancia, as diferencas limitam-se as tltimas casas decimais nos casos 7y = 0,1
e 7o = 0,9, indicando que o ADO preserva boa precisdo na estimativa da transmitancia
em todos os regimes considerados.

Tabela 3. Transmitancia: comparacao entre ADO (N = 12) e F~.

w 70 = 0,1 70 = 0,5 70 = 1,0
ADO F ADO Fr ADO Fr
0,2 0,84696 0,84684 | 0,47432 0,47435 | 0,24627 0,24627
0,8 0,89657 0,89651 | 0,62197 0,62199 | 0,41624 0,41624
0,995 | 091521 0,91517 | 0,70178 0,70179 | 0,54884 0,54884
w 70 = 2,0 70 = 9,0 70 = 10,0
ADO Fr ADO Fr ADO Fr
0,2 0,07274  0,07274 | 0,00245 0,00245 | 0,00001 0,00001
0,8 0,19727 0,19727 | 0,02292 0,02292 | 0,00065 0,00065
0,995 | 0,38154 0,38154 | 0,18923 0,18923 | 0,08667 0,08667

A Figura 4 ilustra os valores de transmitancia apresentados na Tabela 3, eviden-
ciando o comportamento do transporte radiativo em regime isotropico para diferentes
albedos de espalhamento. Para valores pequenos de Ty, verifica-se uma distin¢@o nitida
entre as trés curvas: albedos elevados apresentam maior transmitancia inicial, enquanto
albedos menores sofrem atenuagdo mais rapida em razao da predominancia da absor¢ao.
A medida que a espessura éptica aumenta, todas as curvas decaem de forma monotonica,
aproximando-se de valores reduzidos. Embora o albedo continue influenciando o nivel
residual de transmitincia, observa-se que, em 7 elevados, as diferencgas entre as curvas
tornam-se menos acentuadas. Esse comportamento estd de acordo com a resposta classica
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Figura 4. Transmitancia calculada pelo método ADO para diferentes albedos de
espalhamento, com base nos valores da Tabela 3.

de meios isotropicos espessos, nos quais a combinagdo entre multiplos espalhamentos e
absorc¢do progressiva conduz a um regime de forte atenuacdo, limitando a dispersdo entre
os valores de transmitancia associados a diferentes albedos.

6. Conclusao

A implementag¢do do método ADO em Python demonstrou-se eficaz na solu¢do da equa-
cdo de transferéncia radiativa unidimensional em meios vegetativos densos, permitindo
comparar a funcdo de fase de Henyey—Greenstein em sua forma analitica e expandida em
polindmios de Legendre. O uso do Python, aliado a bibliotecas como NumPy e SciPy,
favoreceu a modularizacio do cdédigo e a rastreabilidade dos célculos, especialmente ao
operar com matrizes grandes.

Os resultados mostraram que a expansdo truncada da funcdo de fase (L = 99)
reproduz com precisdo os valores exatos, e que a convergéncia numérica € atingida para
N > 30, sem alteragdes significativas nos resultados, embora com aumento do tempo
de execucdao. Em regime isotrépico, a reflectancia e transmitancia calculadas pelo ADO
apresentaram excelente concordancia com referéncias da literatura, confirmando a robus-
tez do método ADO.

Em sintese, a combinac¢do do ADO com a flexibilidade do Python permitiu orga-
nizar a solucdo, automatizar os cédlculos e realizar andlises sistemdticas da influéncia da
funcao de fase, consolidando o método como ferramenta confidvel e eficiente para estudos
de transporte radiativo em dosséis vegetais opticamente espessos € anisotropicos.
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